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1 多元函数条件极值

定义 1 (拉格朗日乘数法). 为求二元函数 z = f(x, y) 在约束条件 φ(x, y) = 0 下的极值点, 构造辅助函数
F (x, y, λ) = f(x, y)− λφ(x, y), 则极值点所满足的必要条件是

∂F
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∂φ
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注 1. 如果涉及到三元及以上的函数, 有可能有多个约束条件, 一般的情况是多元函数 y = f(x1, . . . , xn),
约束条件 φ1(x1, . . . , xn) = 0, · · · , φk(x1, . . . , xn) = 0. 此时我们构造的辅助函数是

F (x1, . . . , xn, λ1, . . . , λk) = f(x1, . . . , xn)−
k∑

i=1

λiφi(x1, . . . , xn) = 0.

极值点所满足的必要条件是
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−
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∂φi

∂xj

= 0,
∂F

∂λj

= φj(x1, . . . , xn) = 0.

尽管形式上更加复杂, 但思想方法是一致的, 即使看到多元函数或者多个约束条件也不用担心无法处理.

注 2. 拉格朗日乘数法/拉格朗日乘子法所给出的只是极值点的必要条件, 通常情况下如果解出了唯一解,
题目也是要求极值点, 则可以不必额外验证. 如果解出来的解不唯一, 且它们对应的函数值不同, 则有
可能需要排除掉一些. 回忆如何证明一个点不是极值点: 要说明 P 不是极小值点, 则要说明在 P 的任
意小邻域内, 都存在满足约束条件的点 Q 使得 f(Q) < f(P ). 换言之, 即存在一列点 Pk 趋于 P , 且
f(Pk) < f(P ) 对每个 k 均成立.

注 3. 求解拉格朗日乘数法给出的方程组有时并不容易, 特别是如果多元函数 f(x1, . . . , xn) 中包括复杂
的乘积结构, 则求完偏导之后依然包含其他变量. 当然其中一个方法是利用约束条件或者其他变形技巧
可以简化这一结果, 不过有时候可以通过取对数的方式进行简化, 因为当 f(x1, . . . , xn) > 0 时, f 的极值
点和 ln f 的极值点总是一样的. 这个方法同样也适用于一般极值的求法.

问题 1 (习题五第 17 题). 当 n 个正数 x1, · · · , xn 的和为常数时, 求它们乘积开 n 次根的最大值.

方法 1. 设
n∑

i=1

xi = a, 则要求极值的多元函数为 f(x1, . . . , xn) =

n∏
i=1

xi, 约束条件为 φ(x1, . . . , xn) =

n∑
i=1

xi − a = 0. 考虑构造的辅助函数 F (x1, . . . , xn, λ) = f(x1, . . . , xn) − λφ(x1, . . . , xn) =
n∏

i=1

xi −

1
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λ
( n∑

i=1

xi − a
)

, 对 xj 求偏导得到

1

xj

n∏
i=1

xi − λ = 0.

故 x1 = · · · = xn =
1

λ

n∏
i=1

xi. 结合
n∑

i=1

xi = a 得到 xi =
a

n
, 此时所求最大值为 a

n
.

方法 2. 设
n∑

i=1

xi = a, 注意到
n∏

i=1

xi 取到最大值等价于
n∑

i=1

lnxi 取到最大值, 则要求极值的多元函

数为 f(x1, . . . , xn) =
n∑

i=1

lnxi, 约束条件为 φ(x1, . . . , xn) =
n∑

i=1

xi − a = 0. 考虑构造的辅助函数

F (x1, . . . , xn, λ) = f(x1, . . . , xn)− λφ(x1, . . . , xn) =
n∑

i=1

lnxi − λ
( n∑

i=1

xi − a
)

, 对 xj 求偏导得到

1

xj

− λ = 0.

故 x1 = · · · = xn =
1

λ
. 结合

n∑
i=1

xi = a 得到 xi =
a

n
, 此时所求最大值为 a

n
.

问题 2 (习题 5第 13题第 (2)问). 求函数 u = xyz 在约束条件 x2+ y2+ z2 = 1, x+ y+ z = 0 下的极值.

证明. 由于 (x, y, z) 满足约束条件等价于 (−x,−y,−z) 满足约束条件, 且它们对应的 u 互为相反数, 故 u

的极大值即为 |xyz|的极大值,极小值即为其相反数. 同样可以采用取对数法,构造辅助函数 F (x, y, z, λ, µ) =

ln |x|+ ln |y|+ ln |z| − λ(x2 + y2 + z2 − 1)− µ(x+ y + z), 求偏导得到

1

x
− 2λx− µ = 0,

1

y
− 2λy − µ = 0,

1

z
− 2λz − µ = 0.

三式分别乘上 x, y, z 求和得到 λ =
3

2
. 代入得 1

x
− 3x =

1

y
− 3y =

1

z
− 3z. 因式分解得到 x = y 或

xy = −1

3
, 对 y, z 和 z, x 也同理. 由于不可能 x = y = z, 故必然是两个相等且与第三个乘积为 −1

3
. 不妨

设 x = y = − 1

3z
, 代入得 x = y = − 1√

6
, z =

2√
6
或者 x = y =

1√
6
, z = − 2√

6
, 分别对应极大值和极小

值. 所有的极值点即为以上坐标的全部轮换.

注 4. 不用取对数法也可以类似地证明, 但个人感觉计算会麻烦一些, 详见参考答案. 对于这种三个变量
具有完全对称地位的函数和约束条件问题, 通常来说会得到 x, y, z 同时满足某个相同的方程, 这时可以
考虑利用韦达定理. 但是不能由此认为 x = y = z.

注 5. 对于约束条件没有通过明显的表达式给出的情况, 需要自行转化, 这时需要仔细阅读题目中给出的
约束条件, 列出正确的表达式. 习题五第 14 题中的长方体是半球内接, 许多同学当作球内接来做, 会得到
错误的约束条件和结果.
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2 多元函数偏导与微分回顾

注 6. 多元函数的偏导数求法, 本质上同一元函数的求导相同, 只要记住把其他的变量都当成无关的常数
系数, 然后自然运用一元函数的求导法则就可以了.

问题 3 (习题五第 3 题第 (5) 问). 求函数 z = exy + yx2 的偏导数.

注 7. 多元函数的复合函数偏导数求法, 本质上同一元函数的复合函数求导也相同: 设 y = f(u), u =

g(x), 则
dy
dx =

df
du · dg

dx = f ′(u) · g′(x) = f ′(g(x)) · g′(x).

现在设 z = f(u, v), u = g(x, y), v = h(x, y), 则

∂z

∂x
=

∂f

∂u
· ∂g
∂x

+
∂f

∂v
· ∂h
∂x

.

不过在具体计算中, 往往不用拘泥于这个复合函数偏导数求法, 只要熟悉一元函数的复合函数求导法则,
把 z 直接化成关于 x, y 的函数然后求偏导即可.

问题 4 (习题五第 8 题第 (4) 问). 求函数 z = y + f(v), v = y2 − x2 的偏导数.

注 8. 所谓的一阶微分形式不变性, 在一元函数和多元函数中也是互通的. 在注 7 中, y 作为关于 x 的函
数总是有 dy = y′(x)dx 成立, 而现在 y 又是关于 u 的函数, 则有 dy = y′(u)du = f ′(u)du. 而 u 又是 x

的函数, 则有 du = u′(x)dx = g′(x)dx. 代入得到

dy = f ′(u) · g′(x)dx.

这与 dy = y′(x)dx 是相同的. 也就是所谓一阶微分形式不变性.
对二元函数来说, 在注 7 中, z 作为关于 x, y 的函数总是有 dz =

∂z

∂x
dx +

∂z

∂y
dy 成立, 而现在 z 又

是关于 u, v 的函数, 则有 dz =
∂f

∂u
du +

∂f

∂v
dv. 而 u, v 又是 x, y 的函数, 则有 du =

∂g

∂x
dx +

∂g

∂y
dy,

dv =
∂h

∂x
dx+

∂h

∂y
dy. 代入得到

dz =
∂f

∂u
(
∂g

∂x
dx+

∂g

∂y
dy) + ∂f

∂v
(
∂h

∂x
dx+

∂h

∂y
dy).

这与 dz =
∂z

∂x
dx+

∂z

∂y
dy 是相同的.

所以在计算全微分的时候, 我们仍然不需要拘泥于复合函数求偏导的法则, 要计算 dz, 而 z 的明确
函数关系是关于 u, v 的, 那就写成关于 du, dv 的表达式, 然后再利用 u, v 关于 x, y 的函数关系得到答案.

3 二重积分的计算

注 9. 在本课程中所要求的所有二重积分计算, 都可以化归成所谓累次积分的计算, 也就是对于二重积分∫ ∫
D

f(x, y)dσ, 我们总是把区域 D 写成 x ∈ [a, b], y ∈ [y1(x), y2(x)] 的形式 (或者反过来), 也就是在 xy

平面上, 先用 x = a, x = b 两条竖线框住 D 的左右边界, 然后再对每个 x, 算出 y 的上下限. 然后将积分
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变成 ∫ b

a

dx
∫ y2(x)

y1(x)

f(x, y)dy.

积分时先算后面对 y 的积分, 此时所有的 x 都看成无关的常数系数, 积出来得到关于 x 的函数再做一次
积分.
特别地, 在用二重积分计算空间立体体积时, 不需要能够想象出三维图形, 只要能画出平面上的积分

区域 D 的形状, 就可以计算了.

注 10. 二重积分的题型一共只有三种: 直接求积分, 求平面图形面积, 求空间立体体积. 第一种就是累次
积分的正常计算, 第二种就是在该区域上积分 1 这个函数, 第三种则是要先画出该空间立体在 xy 平面上
的投影区域 D, 然后在 D 上求一个二重积分, 被积函数 f(x, y) 就是这个空间立体在 (x, y) 点处的高度,
也就是围成该空间立体的两个曲面 z 坐标的高度差.

问题 5 (习题五第 18 题第 (3) 问). ∫ ∫
D

(y + x2)dσ.

其中 D 是由 y = x2, y2 = x 围成的区域.

问题 6 (习题五第 19 题第 (1) 问). 计算曲线 y = x2, y = x+ 2 围成的平面图形的面积.

问题 7 (习题五第 20 题). 计算由曲面 z = 1 + x+ y, z = 0, x+ y = 1, x = 0, y = 0 所界的空间立体的体
积.

问题 8 (习题五第 20 题变式). 计算由曲面 z =
1

2
− x− y, z = 0, x+ y = 1, x = 0, y = 0 所界的空间立体

的体积.
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