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1 多元函数及其极限

1.1 多元函数的基本概念

定义 1 (R2 中的距离). 设 P,Q 为 R2 中的点, 坐标分别为 P (x1, x2), Q(y1, y2), 则定义 P 与 Q 之间的
距离为

d(P,Q) =
√
(x1 − y1)2 + (x2 − y2)2.

定义 2 (Rn 中的距离). 设 P,Q 为 Rn 中的点, 坐标分别为 P (x1, ..., xn), Q(y1, ..., yn), 则定义 P 与 Q 之
间的距离为

d(P,Q) =
√
(x1 − y1)2 + ...+ (xn − yn)2 =

√√√√ n∑
i=1

(xi − yi)2.

注 1. 我们考虑这样定义的 R2 中两点的距离和它们各自分量之间的距离 (一维实轴上的距离) 的关系:
一方面, P,Q 的距离可以控制它们各自分量之间的距离:

|x1 − y1| ≤ d(P,Q), |x2 − y2| ≤ d(P,Q);

另一方面, 它们各自分量之间的距离的整体可以控制 P,Q 之间的距离:

d(P,Q) ≤ |x1 − y1|+ |x2 − y2|.

这里的所谓控制是一个重要的数学思想, A 能控制 B 的意思就是我们可以用 A 的大小去盖住 B 的大小,
如果它们能相互控制, 那么估计其中一个的范围就能给出另一个的范围. 这时我们称这两个东西等价, 数
学上我们不区分相互等价的东西.

定义 3 (R2 中的邻域). 设 P 为 R2 中的点, 坐标为 P (x1, x2), 则定义 P 的 δ-邻域为以 P 为圆心, δ 为
半径的圆盘, 即下面的点集:

Uδ(P ) = {Q = (y1, y2) ∈ R2|d(P,Q) =
√
(x1 − y1)2 + (x2 − y2)2 < δ}.

定义 P 的空心 δ-邻域为以 P 为圆心, δ 为半径的圆盘去掉 P 点, 即下面的点集:

Uδ(P̄ ) = {Q = (y1, y2) ∈ R2|0 < d(P,Q) =
√
(x1 − y1)2 + (x2 − y2)2 < δ}.
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定义 4 (Rn 中的邻域). 设 P 为 Rn 中的点, 坐标为 P (x1, ..., xn), 则定义 P 的 δ-邻域为以 P 为圆心, δ
为半径的开球, 即下面的点集:

Uδ(P ) = {Q = (y1, ..., yn) ∈ Rn|d(P,Q) =

√√√√ n∑
i=1

(xi − yi)2 < δ}.

定义 P 的空心 δ-邻域为以 P 为圆心, δ 为半径的开球去掉 P 点, 即下面的点集:

Uδ(P̄ ) = {Q = (y1, ..., yn) ∈ Rn|0 < d(P,Q) =

√√√√ n∑
i=1

(xi − yi)2 < δ}.

注 2. 前面提到过, 两点之间的高维距离和各自分量的一维距离可以相互控制, 反映在邻域上就是: 一方
面, P 的邻域限制在两条坐标轴上, 一定会分别包含以对应分量 x1, x2 为中心的一个开区间; 另一方面,
以 x1, x2 为中心的两个开区间作乘积得到的矩形, 一定会包含 P 的一个邻域.

定义 5 (二元函数极限的两种等价定义). 设二元函数 f(x, y) 在平面上点 P (x0, y0) 的某个空心邻域内有
定义, 对于常数 A, 称 A 为 f(x, y) 在 P 点处的极限, 记为

lim
(x,y)→(x0,y0)

f(x, y) = A,

如果对任意 ϵ > 0, 存在 δ > 0, 使得当 (x, y) ∈ Uδ(P̄ ) 时, 总有 |f(x, y)− f(x0, y0)| < ϵ. 等价地, 极限的
定义也可以换成当 x ∈ Uδ(x0), y ∈ Uδ(y0), (x, y) ̸= (x0, y0) 时, 总有 |f(x, y)− f(x0, y0)| < ϵ.

注 3. 两者的等价性正是来源于上面提到的两种邻域的等价性. 第一种定义是说, 只要自变量落在充分小
的圆盘邻域内, 函数值就充分接近; 第二种定义则是换成了方形邻域. 但是前面已经提过, 这两种邻域是
等价的, 因为任意小的圆盘邻域内都包含充分小的方形邻域, 反之亦然.

定义 6. 多元函数极限的四则运算法则, 保号性, 夹逼定理, 复合法则，以及多元函数连续与间断的定义，
与一元函数完全相同.

1.2 多元函数极限计算

注 4. 计算多元函数的极限更多地就是使用定义本身来验证, 而且验证的过程并不容易, 要时刻记住” 路
径任意” 这件事情. 我们通过一个一般的例子来说明这件事情的重要性.

问题 1. 对任意连续函数 f(x), 满足 f(0) = 0 且当 x ̸= 0 时 f(x) ̸= 0, 则二元函数

g(x, y) =


f(x)y

f(x)2 + y2
(x, y) ̸= (0, 0)

0 (x, y) = (0, 0)

沿路径 (x, f(x)) 趋于原点时恒等于 1/2, 沿路径 (x, 0) 趋于原点时恒等于 0, 因此在原点处不连续.

注 5. 在一元函数的极限计算中, 我们最喜欢的是 x 以及其他多项式, 并经常以它们为基准衡量其他函数
的增长或者衰减速度, 如无穷小量替换 ln(x+1), ex, sinx 等等. 这主要是因为, 验证函数极限就是说明函
数值之间的距离与自变量之间的距离存在一些关系: 当自变量之间距离充分小的时候, 函数值之间距离
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也可以充分小. 以研究 x → 0 的极限过程为例: |x| 就代表了 x 到原点的距离, 也就是自变量之间的距
离, 如果能将 f(x)− f(0) 也转化成多项式, 就可以通过 |x| 同时沟通自变量之间和函数值之间的距离.
现在变成二元函数的情况下, 自变量之间的距离变成了

√
x2 + y2, 所以相应地我们也要把函数值转

化为跟 x2 + y2 直接相关的量. 常用的就是均值不等式:|xy| ≤ 1

2
(x2 + y2). 进一步, 对任意的 α, β ≥ 0,

|xαyβ| ≤ C(x2+y2)(α+β)/2. 如果出现其他初等函数, 可以先用一元的无穷小量替换: ln(1+xy), sin(x+y)

等等. 极坐标换元 x = r cos θ, y = r sin θ 也是常用的办法, 将问题转化为一元极限 r → 0.

问题 2.
lim

(x,y)→(0,0)
(x+ y) ln(x2 + y2).

问题 3.

lim
(x,y)→(0,0)

f(x, y), 其中f(x, y) =


ln(1 + xy)

x
x ̸= 0

y x = 0
.

问题 4.
lim

(x,y)→(0,0)
(x+ y) sin 1

x2 + y2
.

注 6. 对于多元函数来说, 如果想证明极限不存在其实是比较容易的, 只需要观察函数的特征然后取两条
特定的路径即可, 一般来说这样的路径可以简化函数的形式.

问题 5. 判断下面极限是否存在:
lim

(x,y)→(0,0)

x2y2

x2y2 + (x− y)2
.

问题 6. 已知一元函数 f(x) 在 R 上连续, 可导, 且导函数 f ′(x) 连续, a ∈ R, 求极限:

lim
(x,y)→(a,a)

g(x, y), 其中g(x, y) =


f(x)− f(y)

x− y
x ̸= y

f ′(x) x = y

.

思考 1. 对于二元函数 f(x, y) 和点 P (x0, y0), 我们还可以定义如下的累次极限:

lim
x→x0

lim
y→y0

f(x, y).

累次极限和我们定义的二元函数的极限之间有什么关系? 累次极限交换对 x 和 y 的求极限顺序是否会变
化? 什么情况下我们可以说二元函数极限等于累次极限?

2 多元函数的偏导数与全微分

2.1 偏导数

定义 7 (偏导数与可导性). 设二元函数 f(x, y) 在平面上点 P (x0, y0) 的某个邻域内有定义, 则 g(x) ≜
f(x, y0) 是在 x0 的某个邻域内有定义的一元函数. 如果 g(x) 在 x0 处可导, 则称二元函数 f(x, y) 在
P (x0, y0) 处存在对 x 的偏导数, 并记为

f ′
x(x0, y0) = g′(x0).
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偏导数的记号有时也写成
∂f

∂x
(x0, y0) 或 ∂xf(x0, y0). 如果二元函数 f(x, y) 在 P (x0, y0) 处对 x, y 的偏导

数都存在, 则称 f(x, y) 在 P 处可导.

注 7. 从定义中可以看出, 多元函数的偏导数只反映函数在经过该点的某条坐标轴上的性质, 而无法刻画
坐标轴之外的点处函数的性质, 所以对于多元函数而言不存在” 可导 ⇒ 连续” 这一准则. 一般地, 可导的
条件甚至无法给出该点任意邻域内的性质, 即使是” 可导 ⇒ 有界” 都是错误的.

注 8. 多元函数偏导数的计算本质上是一元函数的求导, 因此只要熟练掌握了一元函数的求导, 并且弄清
楚哪些字母是自变量, 哪些字母是因变量, 偏导数的计算就易如反掌. 在处理隐函数求偏导问题时, 一定
要分清楚自变量和因变量.

问题 7. 设 f(x, y) = xy + sin(x2 + y2)−
√
x

ln y
, 求 ∂f

∂x
,
∂f

∂y
.

问题 8. 设 z = z(x, y)是由以下方程决定的隐函数: xyz+sin(x2+y2+z2)− ln(xz+yz2) = 0, 求 ∂z

∂x
,
∂z

∂y
.

问题 9. 证明: 以下定义的函数

u(x, t) =
1

2a
√
πt

e−
x2

4a2t , x ∈ R, t ∈ R+

满足方程:
∂u

∂t
= a2

∂2u

∂x2
.

2.2 全微分

注 9. 前面已经提到过, 对于多元函数来说, 偏导数只能反映函数在坐标轴上的信息, 那么自然我们需要
一个更强的条件, 能够刻画函数在整个邻域里面的信息, 并且这个性质是比连续性更好的, 就像一元函数
里面一样. 这就需要考虑一元函数的导数的本质: 即函数在一点附近, 函数值之间的距离和自变量之间的
距离近似有线性关系 ∆y = f ′(x)∆x. 这个定义可以自然拓展到多元的情况.

定义 8 (全微分与可微性). 设二元函数 f(x, y) 在平面上点 P (x0, y0) 的某个邻域内有定义, 如果存在常
数 A,B 使得

f(x0 +∆x, y0 +∆y)− f(x0, y0) = A∆x+B∆y + o(
√

(∆x)2 + (∆y)2),

则称 f(x, y) 在 P (x0, y0) 处可微, 并记 f 在 P 处的全微分为

df(x0, y0) = Adx+Bdy.

注 10. 根据定义可以直接得到”可微⇒连续”,而在定义式中令∆y = 0,两边同时除以∆x并令∆x → 0,
就得到 f 在 P 处对 x 存在偏导数, 且 ∂f

∂x
(x0, y0) = A. 同理有 ∂f

∂y
(x0, y0) = B. 所以” 可微 ⇒ 可导”.

由以上结果也可以看出, 求函数的全微分本质上就是求函数的偏导数, 因此计算上也是简单的.

注 11. 可微 ⇒ 连续, 可微 ⇒ 可导, 可导 + 偏导数连续 ⇒ 可微, 连续和可导互相不能推出.

定义 9 (复合函数微分). 设二元函数 z = f(u, v), 且 u, v 均为关于 x, y 的二元函数: u = g(x, y), v =

h(x, y), 则 z 也可以写成关于 x, y 的二元函数: z = f(u, v) = f(g(x, y), h(x, y)) ≜ F (x, y). 以下等式成
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立:
∂F

∂x
=

∂f

∂u
· ∂g
∂x

+
∂f

∂v
· ∂h
∂x

.

注 12. 如果习惯微分的写法, 以上等式其实是比较自然的:

dz =
∂f

∂u
du+

∂f

∂v
dv =

∂f

∂u
·
(∂g
∂x

dx+
∂g

∂y
dy

)
+

∂f

∂v
·
(∂h
∂x

dx+
∂h

∂y
dy

)
.

按照 dx 和 dy 的系数整理一下就得到上面的等式.

思考 2. 在必要的时候, 一定要区分 dz
dx 和

∂z

∂x
. 设二元函数 z = f(x, y), 且 y = g(x) 为关于 x 的函数,

则 z 也可以写成关于 x 的函数: z = f(x, g(x)). 如何计算 dz
dx? 它等于 ∂z

∂x
吗?
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