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1 第五次作业选讲

1.1 洛必达法则的应用

问题 1 (习题三第 9 题). 求下列各极限, 并指出能否使用洛必达法则? 为什么?

(1) lim
x→∞

x− sinx

x+ sinx
; (2) lim

x→0

x2 sin 1
x

sinx
.

注 1. 我们回顾洛必达法则的适用条件: 如果极限 lim
x→a

f(x)

g(x)
是

0

0
型或

∞
∞
型未定式, 不能直接通过连续

函数代入的方法求出极限, 则可以对上下同时求导, 如果此时得到的极限存在, 则原极限也存在且极限值
相等. 以上的条件缺一不可.

错误解答 1: 判断错误. 题中函数分子分母在定义域内都可导, 且所求极限都是 0

0
型或

∞
∞
型未定式. 所

以可以使用.

错误解答 2: 理由错误. 部分同学的判断正确, 但是说明的理由有误.
·不能使用, 因为 1− cosx 和 1 + cosx 在 x → ∞ 时振荡/没有极限/不能确定/分母可能为 0.
·不能使用, 因为分子分母在定义域内不是处处可导.
·不能使用, 因为 sinx 在 x → ∞ 时振荡.

注 2. 另外, 本题还需要算出这两个极限, 请大家平时作业注意读题, 否则考试在这里吃亏非常可惜.

问题 2 (习题三第 8 题 (4) 问). lim
x→0+0

cotx
lnx

.

注 3. (cotx)′ = − 1

sin2 x
, 因此本题答案为 −∞, 课后答案有误.

错误解答: 这也能洛吗. 对洛必达法则的使用错误.
lim

x→0+0

cotx
lnx

= lim
x→0+0

1

lnx · tanx
= lim

x→0+0

x
1

cos2 x

= 0.

正确解答. lim
x→0+0

cotx
lnx

= lim
x→0+0

− x

sin2 x
= −∞.

问题 3 (习题三第 8 题 (6)(14) 问). lim
x→π

2

tan 3x

tanx
; lim

x→1

ln cos(x− 1)

1− sin(πx/2) .

错误解答: 只洛一次吗. 用完一次洛必达法则后发现分子代入为 0, 就直接下结论.
lim
x→π

2

tan 3x

tanx
= 3 lim

x→π
2

cos2 x
cos2 3x = 0.

lim
x→1

ln cos(x− 1)

1− sin(πx/2) = lim
x→1

2

π

tan(x− 1)

cos(πx/2) = 0.
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正确解答. lim
x→π

2

tan 3x

tanx
= 3 lim

x→π
2

cos2 x
cos2 3x = lim

x→π
2

− sin 2x

− sin 6x
=

1

3
.

正确解答. lim
x→1

ln cos(x− 1)

1− sin(πx/2) = lim
x→1

2

π

tan(x− 1)

cos(πx/2) = − 4

π2
lim
x→1

1

cos2(x− 1) sin(πx/2) = − 4

π2
.

问题 4 (习题三第 8 题 (10)(12) 问). lim
x→0

e−
1
x2

x100
; lim

x→+∞

xn

e5x
.

注 4. 这两道题都是典型的多项式/指数型的极限, 本质上是要利用指数函数求导不变, 而多项式有限次
求导为 0 的性质去多次运用洛必达法则. 在书写过程的时候, 我们要将这个多次求导的过程展现出来, 不
能笼统地写大白话. 对于 (10) 问这种变形的结构, 还要找到合适的转化方法.

错误解答. lim
x→0

e−
1
x2

x100
= lim

x→0

2
x3 e

− 1
x2

100x99
= ... = 0.

注 5. 如果直接对原来的函数上下求导, 由于分子会创造出来一个 2

x3
, 其中的 x3 会乘到分母上去, 所以

分母的多项式次数反而会不断增大, 这样最后是得不到答案的. 这也是大家一定要把每次求导之后的结
果写清楚的原因.

正确解答. 令 t =
1

x2
, 则 lim

x→0

e−
1
x2

x100
= lim

t→+∞
t50e−t = lim

t→+∞

50t49

et
= ... = lim

t→+∞

50!

et
= 0.

正确解答. lim
x→+∞

xn

e5x
= lim

x→+∞

nxn−1

5e5x
= ... = lim

x→+∞

n!

5ne5x
= 0.

1.2 罗尔定理的应用

问题 5 (习题三第 1 题). 设 f ′(x) = a, 试证: f(x) = ax+ b.

注 6. 本题严格的写法应该用罗尔定理的推论, 有些同学解答中写: 函数的变化率不变, 所以是一次函数.
这不是严谨的数学解答.

问题 6 (习题三第 6 题, 第 7 题). 用中值定理证明下面各等式:
(1) arctanx = arcsin x√

1 + x2
;

(2) arcsinx+ arccosx =
π

2
.

若 |x| ≤ 1, 证明 arcsin 2x

1 + x2
= 2 arctanx.

注 7. 本题考查的是通过求导等于 0 来证明某个函数为常函数, 进而通过代入特殊值得到其函数值. 有的
同学利用反三角函数的定义, 使用几何法来书写证明, 但这里没有交代 x > 0, 用它来表示某个直角三角
形的边长是不严谨的.

2 单调, 极值, 最值, 凹凸

注 8. 回顾我们在第一次习题课上提到的, 高等数学课程的主要内容就是通过连续, 导数, 积分这三个工
具, 研究常见函数的性质. 连续函数的最本质的性质就是最值定理和中间值定理及其推论, 而当我们有了
可导性之后, 就可以研究一系列新的性质, 这就是课本第三章最后两节的内容.
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问题 7. 判断以下说法是否正确:
(1) 函数 f(x) 在 (a, b) 上单调递增的充要条件是 f ′(x) > 0 在 (a, b) 上恒成立.
(2) 可导函数 f(x) 在 (a, b) 上单调递增的充要条件是 f ′(x) > 0 在 (a, b) 上恒成立.
(3) 可导函数 f(x) 在 (a, b) 上单调递增的充要条件是 f ′(x) > 0 在 (a, b) 上除有限个点外都成立.
(4) 函数 f(x) 在 x0 ∈ (a, b) 处取到极值的充要条件是 f ′(x0) = 0.
(5) 可导函数 f(x) 在 x0 ∈ (a, b) 处取到极值的充要条件是 f ′(x0) = 0.
(6) 可导函数 f(x) 在 x0 ∈ (a, b) 处取到极值的必要条件是 f ′(x0) = 0.
(7) 函数 f(x) 在 (a, b) 上有定义, x0 ∈ (a, b) 为 f(x) 的极值点, 则存在 x0 的邻域 U , 使得 f(x) 在

x0 处取到 U 上的最值.
(8) 函数 f(x) 在 (a, b) 上为凸函数的充要条件是 f ′′(x) < 0 在 (a, b) 上恒成立.
(9) 函数 f(x) 在 (a, b) 上为凸函数的充要条件是对任意 x, y ∈ (a, b) 和任意 λ ∈ (0, 1), 都有 f(λx+

(1− λ)y) > λf(x) + (1− λ)f(y).

第 (9) 问的证明. 本题的条件实际上是说: 在开区间 (x, y) 上的任意一点 z, 过 z 作平行于 y 轴的竖直直
线, 与 f(x) 和 f(y) 的连线交于一个点 P , 那么 P 必然在 f(z) 的上面. 也就是” 等分点的函数值 < 函数
值的分点”. 同学们可以画图理解一下.
若 f(x) 是凸函数, 令 z = λx + (1 − λ)y, 则过 (z, f(z) 作函数的切线得到的方程是 y = f ′(z)(x −

z) + f(z). 根据定义, 函数图像在这条切线的下面, 因此在横坐标 x, y 处分别有:

f(x) < f ′(z)(x− z) + f(z), (1)

f(y) < f ′(z)(y − z) + f(z). (2)

将(1)乘上 λ, (2)乘上 1− λ, 两式相加得到:

λf(x) + (1− λ)f(y) < f(z).

即为 (9) 中所给的条件.
反之, 若 (9) 中所给的条件成立, 我们希望证明对任意的 z, 函数过 (z, f(z)) 的切线在函数图像的上

面. 任取 x < z, 对任意的 y > z, 令 λ =
y − z

y − x
, 则可以直接验证 z = λx+ (1− λ)y. 于是

f(z) > λf(x) + (1− λ)f(y).

变形得到:
f(y)− f(z)

y − z
<

λ

1− λ

f(z)− f(x)

y − z
.

根据 λ 的定义, 右边等于 f(z)− f(x)

z − x
. 而左边令 y → z 我们得到

f ′(z) ≤ f(z)− f(x)

z − x
.

变形即可得到 f(x) ≤ f ′(z)(x − z) + f(z), 也就是 (x, f(x)) 在过 (z, f(z)) 的切线的下面. 所以函数是凸
的.
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