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1 第三次作业选讲

1.1 xx 型极限: 对数法与重要极限法

问题 1 (习题一第 19 题 (19) 问). lim
n→∞

(
1 +

4

n

)n

.

问题 2 (习题一第 19 题 (20) 问). lim
x→∞

(
1− 1

x

)x

.

问题 3 (习题一第 19 题 (21) 问). lim
n→∞

(
1 +

1

n

)n+m

.

注 1. 以上三道作业题均为 xx 型极限, 也就是要求极限的表达式中底数和指数同时含有未知数. 由于形
式非常接近第二个重要极限 lim

n→∞

(
1 +

1

n

)n

= e, 很多同学采用变形法凑出相应的表达式, 完全正确. 不
过在掌握对数法后, 可以尝试解决更复杂的问题.

问题 4 (2023 期中). lim
x→π

2 −0
(sinx)tan x.

问题 5 (2019 期中). 若函数 f(x) =


ea x ≤ 0((1 + x)

1
x

e

) 1
x

x > 0
在 x = 0 处连续, 求 a 的值.

思考 1. 取对数的合法性: 为什么我们可以认为要求极限的这个表达式是正的.

注 2. 对数法只是化简表达式的第一步, 把陌生的 xx 结构转化成熟悉的乘除结构, 变成初等函数的形式.
之后经常可以配合无穷小量替换 (解决出现的 lnx), 洛必达法则 (进一步化简乘除结构), 三角函数的有
界性等技术继续转化. 我们最喜欢的永远是多项式函数和幂函数.

问题 6 (补充题). lim
x→∞

( 2

π
arctanx

)x

.

问题 7 (补充题). 设函数 f(x) 在 x = a 处可导, 且 f(a) > 0, 求 lim
n→∞

(f(a+ 1
n
)

f(a)

)n

.

问题 8 (补充题). lim
x→0

1

sinx

(
(1 + x)

1
x − e

)
.

1.2 间断点: 习题一第 20 题

定义 1. 连续点, 间断点, 第一类间断点, 第二类间断点, 可去间断点, 跳跃间断点, 无穷间断点.

注 3. 根据定义, 要判断一个点是连续点还是间断点, 必须充分考虑它在定义域里的位置. 特别地, 如果定
义域是分段区间, 而要考虑的点只是一个区间的端点, 只需要看单侧连续性, 这时不可能是跳跃间断点.
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2 第四次作业选讲 2

问题 9 (习题一第 20 题第 (7) 问). 指出函数 y = x sin 1

x
的连续区间和间断点类型.

问题 10 (习题一第 20 题第 (8) 问). 指出函数 y =
x2 − 1

x2 − 3x+ 2
的连续区间和间断点类型.

1.3 最值定理与中间值定理在证明题中的运用: 习题一第 22 题

定理 1 (最值定理). 连续函数 f(x) 在有界闭区间 [a, b] 上可以取到它的最大值和最小值.

定理 2 (中间值定理). 连续函数 f(x) 在有界闭区间 [a, b] 上可以取到 f(a) 与 f(b) 之间的一切值.

推论 1 (零点存在性). 连续函数 f(x) 在有界闭区间 [a, b] 上满足 f(a) 与 f(b) 异号, 则 f(x) 在 [a, b] 上
有零点.

推论 2 (值域连续性). 连续函数 f(x) 在有界闭区间 [a, b] 上可以取到最大值与最小值之间的一切值, 因
而其值域必为一个连续区间.

问题 11 (习题一第 22 题第 (2) 问). 如果 f(x) 在 [a, b] 上连续, 且无零点, 则 f(x) > 0 或 f(x) < 0.

正确写法 1. 反证法. 假设结论不成立, 则存在 c, d ∈ [a, b] 使得 f(c) > 0, f(d) < 0. 不妨设 c < d, 由中间
值定理, 存在 ξ ∈ [c, d] 使得 f(ξ) = 0, 与 f 无零点矛盾. 故原结论成立.

正确写法 2. 由最值定理, f(x) 在 [a, b] 上取到最大值 M 和最小值 m. 且由中间值定理的推论, f(x) 在
[a, b] 上可以取到 [m,M ] 中的一切值. 由于 f 无零点, 故 0 /∈ [m,M ], 即 m > 0 或 M < 0, 即 f(x) > 0

或 f(x) < 0.

错误写法 1: 这也要证. 因为 f(x) 没有零点, 所以 f(x) ̸= 0, 所以 f(x) > 0 或者 f(x) < 0.

错误写法 2: 记号重复. 假设结论不成立, 则存在 a, b 使得 f(a) > 0, f(b) < 0.

错误写法 3: 依据不足. 由最值定理, f(x) 在 [a, b] 上取到最大值 M 和最小值 m. 由于 f 无零点, 所以
m > 0 或 M < 0. (一定要写出能取到 [m,M ] 中一切值)

不严谨的写法 1: 欠缺讨论. 假设结论不成立, 则存在 c, d ∈ [a, b] 使得 f(c) > 0, f(d) < 0. 由中间值定理,
存在 ξ ∈ [c, d] 使得 f(ξ) = 0. (为什么 c < d)

不严谨的写法 2: 逻辑跳步. 假设结论不成立, 则存在 c, d ∈ [a, b] 使得 f(c) > 0, f(d) < 0. 由中间值定理,
存在 ξ ∈ [a, b] 使得 f(ξ) = 0. (直接的逻辑关系是 ξ ∈ [c, d] 而不是 [a, b])

2 第四次作业选讲

2.1 可导的定义: 习题二第 3 题

问题 12 (习题二第 3 题). 若下面的极限都存在, 判别下式是否正确.

(1) lim
∆x→0

f(x0)− f(x0 −∆x)

∆x
= f ′(x0);

(2) lim
∆x→0

f(x0 +∆x)− f(x0 −∆x)

2∆x
= f ′(x0).
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注 4. 本题考查的实际上是判断函数在一点处是否可导的等价方式, 即左边的极限存在是否能判断 f 在
x0 处可导, 且导数等于该极限值. 因此作答时不能事先假定 f ′(x0) 存在, 甚至很多同学写的分类讨论 f

在 x0 处是否可导也是不严谨的.

错误解答.

lim
∆x→0

f(x0 +∆x)− f(x0 −∆x)

2∆x

=
1

2
lim

∆x→0

f(x0 +∆x)− f(x0)

∆x
+

1

2
lim

∆x→0

f(x0)− f(x0 −∆x)

∆x

=
1

2
f ′(x0) +

1

2
f ′(x0)

= f ′(x0).

注 5. 运用极限的四则运算法则时, 必须时刻注意, 经过转化之后的表达式是否还存在极限.

不严谨的解答. 分类讨论: 当 f 在 x0 处可导时正确, 理由如下:

lim
∆x→0

f(x0 +∆x)− f(x0 −∆x)

2∆x

=
1

2
lim

∆x→0

f(x0 +∆x)− f(x0)

∆x
+

1

2
lim

∆x→0

f(x0)− f(x0 −∆x)

∆x

=
1

2
f ′(x0) +

1

2
f ′(x0)

= f ′(x0).

当 f 在 x0 处不可导时错误.

注 6. 这里有一定的逻辑问题: 必须要说明左边的极限存在能推出 f 在 x0 处可导, 或者存在一个反例使
得左边的极限存在但是 f 在 x0 处不可导, 否则实际上并没有解决这道题.

正确解答. (2) 的结论是错误的. 取 f(x) = |x|, x0 = 0, 则左边的极限存在:

lim
∆x→0

f(x0 +∆x)− f(x0 −∆x)

2∆x

= lim
∆x→0

|∆x| − |∆x|
2∆x

= 0.

但是 f(x) 在 x0 = 0 处不可导, 原式不正确.

注 7. 一个本质的问题在于, 函数在某一点处的可导性与该点处的取值密切相关, 而函数在某一点处的极
限与该点处的取值无关. 所以事实上我们可以任取一个可导函数, 修改其在一个点处的取值, 得到的新的
函数就不满足 (2), 因为修改这个取值后左边极限不变, 但右边导数就不存在了 (在该点处甚至不连续).

2.2 判断分段函数可导性: 习题二第 10 题

问题 13 (习题二第 10 题). 判断函数 f(x) =

x2 + 1 x ≤ 1

2x+ 3 x > 1
在 x = 1 是否可导.
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错误写法 1: 分不清左右极限和左右导数. lim
x→1−

f(x) = 1 + 1 = 2, lim
x→1+

f(x) = 2 + 3 = 5, 故 f 在 x = 1

处左右导数不相等, 所以不可导.

错误写法 2: 还是分不清左右极限和左右导数. f ′
−(1) = lim

x→1−
f(x) = 1 + 1 = 2, f ′

+(1) = lim
x→1+

f(x) =

2 + 3 = 5, 故 f 在 x = 1 处左右导数不相等, 所以不可导.

注 8. 以上两种错误都是意识到了函数在 1 处不连续, 所以不可导, 但是写法有问题.

正确解答 1. lim
x→1−

f(x) = 1+ 1 = 2, lim
x→1+

f(x) = 2+ 3 = 5, 故 f 在 x = 1 处左右极限不相等, 不连续, 所
以不可导.

错误写法 3: 左右导数求法不对. f ′
−(1) = lim

∆x→0−

f(1 + ∆x)− f(1)

∆x
= lim

∆x→0−

(1 + ∆x)2 + 1− 2

∆x
= 2,

f ′
+(1) = lim

∆x→0+

f(1 + ∆x)− f(1)

∆x
= lim

∆x→0+

2(1 + ∆x) + 3− 5

∆x
= 2, 故 f 在 x = 1 处左右导数相等,

所以可导.

注 9. 这里看起来出现了矛盾: 一方面根据前面的讨论 f 不连续, 所以不可导; 另一方面直接计算左右导
数似乎又是相等的, 符合导数存在的定义. 这里的问题出在计算左右导数时代入的 f(1) 函数值有问题,
算左导数代入了 2, 算右导数却代入了 5.

2.3 隐函数求导

问题 14 (习题二第 13 题). 求以下方程所确定的隐函数的导数:
(1) (x− 2)2 + (y − 3)2 = 25, (2) cos(xy) = x,

(3) y = 1 + xey, (4) xy = yx.

错误解答. (2) y =
1

x
arccosx, y′ = − 1

x2
arccosx− 1

x
√
1− x2

.

正确解答. (2) − sin(xy)(y + xy′) = 1, y′ =
1

x

(
− 1

sin(xy) − y
)

.

注 10. 有些同学喜欢将方程决定的隐函数求出来然后直接求导, 但是首先大部分情况这是解不出来的,
其次隐函数的唯一性并不是一件显然甚至正确的事情, 比如 (1)(2) 中的隐函数都不唯一, 所以解出来的
结果并不严谨, 我们应该掌握直接对隐函数求导的办法.

注 11. 一般来说隐函数求导的结果会带有自变量 x 和隐函数 y 本身, 而 y 本质上又是 x 的函数, 所以
经过不同的化简方式会得到形式上不同的表达式. 这是非常自然的, 只要求导过程正确, 一定可以证明这
些表达式是等价的, 因此不需要刻意追求形式的简化, 求出来之后直接下结论即可.

问题 15 (习题二第 18 题). 若 x+ 2y − cos y = 0, 求 d2y

dx2
.

错误解答. 对 x 求一阶导: 1 + 2y′ + sin y · y′ = 0, 故 y′ = − 1

2 + sin y
. 两边再对 x 求导得: y′′ =

cos y
(2 + sin y)2

.

注 12. 必须时刻牢记 y 是关于 x 的函数, 很多同学上一题可以做对, 这题求一阶导也都求对, 但是求第
二次导数的时候就忘记再乘一个 y′, 实际上第二次变成了对 y 求导. 一个可能有帮助的办法是在计算的
过程中不写 y, 而是写 f(x), 可以提醒自己这一项也是关于 x 的函数. 但是卷子上最后的结果必须写成
带有 y 的形式.

问题 16 (补充题). 设 u, v, w 关于 x 二阶可导, 令 y = arctan u

vw
, 求 dy

dx,
d2y

dx2
.
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3 补充内容: 中值定理的应用

问题 17. 设函数 g(x) 在 [a, b] 上连续, 在 (a.b) 上可导, 且 g(a) = 0, 满足 |g′(x)| ≤ 1

2(b− a)
|g(x)| 对任

意 x ∈ (a, b) 成立. 证明: g(x) = 0, ∀x ∈ [a, b].

问题 18 (导函数的介值性). 设函数 g(x) 可导, 且存在 a < b 满足 g′(a) < g′(b). 证明: 对任意 η ∈
(g′(a), g′(b)), 存在 c ∈ (a, b) 使得 g′(c) = η.

注 13. 世界上的函数千奇百怪, 我们常见的包括初等函数、分段初等函数、幂指函数等等都是性质非常
好的, 也就是在除了有限个点之外其他地方无穷次可导. 但是在做抽象的证明题的时候, 一定要记住不能
凭空增加条件, 比如上题不能想当然认为 g(x) 的导函数一定是连续的.

4 祝大家考试顺利!
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