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一、 求极限（每题5 分，总共20分）

1. lim
x→0

(1− cosx) ln(1 + x2)

sin2 x(arctanx)2

原式 = lim
x→0

1
2
x2 · x2

x2 · x2

=
1

2

2. lim
h→0

∫ π

0

sin (x+ h)− sinx

h
dx

原式 = lim
h→0

1

h

(∫ π+h

h

sinx dx−
∫ π

0

sinx dx

)
= lim

h→0

1

h

(∫ π+h

π

sinx dx−
∫ h

0

sinx dx

)
= sinπ − sin 0 = 0

3. lim
(x,y)→(0,0)

√
1 + x2 + y2 − 1

|x|+ |y|

原式 = lim
(x,y)→(0,0)

x2 + y2

(|x|+ |y|)(
√

1 + x2 + y2 + 1)

= lim
(x,y)→(0,0)

x2 + y2

|x|+ |y|
lim

(x,y)→(0,0)

1√
1 + x2 + y2 + 1

= 0

4. lim
(x,y)→(0,0)

(x2 + y2)x
2y2

取对数后x2y2 ln(x2 + y2) ≤ (x2+y2)2

4
ln(x2 + y2). 由于当(x, y) → (0, 0) 时,

x2 + y2 → 0, 且lim
t→0

t2

4
ln t = 0, 因此原式= e0 = 1.

二、 求积分（每题5 分，总共20分）

1.

∫
xex√
1 + ex

dx

1



原式 = 2

∫
x d
√

1 + ex

= 2

(
x
√

1 + ex −
∫ √

1 + ex dx

)
t=
√

1+ex
======= 2

(
x
√

1 + ex −
∫

t d ln (t2 − 1)

)
= 2

(
x
√

1 + ex −
∫

2t2

t2 − 1
dt

)
= 2

(
x
√

1 + ex − 2t− ln

∣∣∣∣t− 1

t+ 1

∣∣∣∣)+ C

= 2

(
x
√

1 + ex − 2
√

1 + ex − ln

∣∣∣∣√1 + ex − 1√
1 + ex + 1

∣∣∣∣+ C

)

2.

∫
x4

(1− x2)3
dx

由分部积分,

原式 =
1

4

∫
x3d

(
1

(1− x2)2

)
=

1

4

x3

(1− x2)2
− 3

4

∫
x2

(1− x2)2
dx

=
1

4

x3

(1− x2)2
− 3

8

∫
xd

(
1

1− x2

)
=

1

4

x3

(1− x2)2
− 3

8

x

1− x2
+

3

8

∫
1

1− x2
dx

=
1

4

x3

(1− x2)2
− 3

8

x

1− x2
+

3

16

∫
1

1− x
+

1

1 + x
dx

=
1

4

x3

(1− x2)2
− 3

8

x

1− x2
− 3

16
ln(1− x) +

3

16
ln(1 + x) + C

3.

∫ 1

−1

(
sin2023 x

1 + x2
+
√

1− x2

)
dx

由于
sin2023 x

1 + x2
是奇函数,

√
1− x2 是偶函数, 故

∫ 1

−1

(
sin2023 x

1 + x2
+
√

1− x2

)
dx =

∫ 1

−1

√
1− x2 dx = 2

∫ 1

0

√
1− x2 dx
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令x = sin t, 三角换元,

2

∫ 1

0

√
1− x2 dx = 2

∫ π/2

0

cos2(t) dt =

∫ π/2

0

1 + cos(2t) dt =
π

2
.

4.

∫ +∞

2

1

x2 (1− x)
dx

方法1：令x =
1

t
, 则dx = − 1

t2
dt

原式 =

∫ 0

1
2

− 1
t2

1
t2

(
1− 1

t

)dt

=

∫ 1
2

0

t

t− 1
dt =

∫ 1
2

0

(
1 +

1

t− 1

)
dt

= t+ ln |t− 1||
1
2
0 =

1

2
− ln 2

方法2：
1

x2 (1− x)
=

1

x2
+

1

x
− 1

x− 1

原式 = lim
A→+∞

∫ A

2

(
1

x2
+

1

x
− 1

x− 1

)
dx

= lim
A→+∞

(
−1

x
+ ln

x

x− 1

)A
2

=
1

2
− ln 2

三、 求导数（每题10 分，总共20分）

1. 设方程2x2 + y2 + z2 − 4xz = 0确定了z关于x和y的隐函数z = f(x, y).求
∂2z

∂x2

解答：令F (x, y, z) = 2x2 + y2 + z2 − 4xz
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则：F ′x = 4(x− z), F ′z = 2(z − 2x),
∂z

∂x
= −

∂F
∂x
∂F
∂z

=
2(x− z)

2x− z

∂2z

∂x2
=

2 (1− z′x) (2x− z)− 2 (x− z) (2− z′x)
(2x− z)2

=
2
[
x (2z − x)− (x− z)2]

(2x− z)3

2. 已知直角坐标与极坐标之间满足关系


x = r cos θ

y = r sin θ

，且z = f(x, y)是x和y的

函数. 求z关于r和θ的一阶偏导数和二阶偏导数.

解答: 关于r的一阶偏导数:

∂z

∂r
=
∂z

∂x

∂x

∂r
+
∂z

∂y

∂y

∂r

=
∂z

∂x
cos θ +

∂z

∂y
sin θ,

(1)

关于r的二阶偏导数:

∂2z

∂r2
=
∂2z

∂x2
cos2 θ + 2

∂2z

∂x∂y
cos θ sin θ +

∂2z

∂y2
sin2 θ, (2)

关于θ的一阶偏导数:

∂z

∂θ
=
∂z

∂x

∂x

∂θ
+
∂z

∂y

∂y

∂θ

=
∂z

∂x
(−r sin θ) +

∂z

∂y
r cos θ,

(3)
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关于θ的二阶偏导数:

∂2z

∂θ2
=

[
∂2z

∂x2
(−r sin θ) +

∂2z

∂x∂y
r cos θ

]
(−r sin θ) +

∂z

∂x
(−r cos θ)

+

[
∂2z

∂x∂y
(−r sin θ) +

∂2z

∂y2
r cos θ

]
r cos θ +

∂z

∂y
(−r sin θ)

=
∂2z

∂x2
r2 sin2 θ − 2

∂2z

∂x∂y
r2 sin θ cos θ +

∂2z

∂y2
r2 cos2 θ − ∂z

∂x
r cos θ − ∂z

∂y
r sin θ.

(4)

四、 （10分）求以空间曲面z = f(x, y) = |xy|为顶，以区域D = {(x, y)|x2 + y2 ≤ a2}为
底的曲顶柱体的体积以及函数z = f(x, y)在区域D内的平均值.

解答: 记D1 = {(x, y)|x2 + y2 ≤ a2, x > 0, y > 0}, 则体积

V =

∫∫
D

|xy|dxdy

=4

∫∫
D1

xydxdy

=4

∫ a

0

dx

∫ √a2−x2
0

xydy

=4

∫ a

0

dx

(
x

2
y2

∣∣∣∣
√
a2−x2

0

)

=4

∫ a

0

x

2
(a2 − x2)dx

=2

∫ a

0

a2x− x3dx

=2

(
a2

2
x2 − 1

4
x4

) ∣∣∣∣a
0

=a4 − 1

2
a4 =

1

2
a4.

(5)

平均值=
1
2
a4

πa2
= 1

2π
a2.

五、 (10分)已知长方体的表面积为A，问长（L）宽（W）高（H）分别为多少时
体积最大？

解答: 求解条件极值问题

max LWH

s.t. 2LW + 2LH + 2WH = A.
(6)

使用拉格朗日乘数法, 令F = LWH − λ(2LW + 2LH + 2WH − A), 有
∂F
∂L

= WH − 2λ(W +H) = 0
∂F
∂W

= LH − 2λ(L+H) = 0
∂F
∂H

= LW − 2λ(L+W ) = 0
∂F
∂λ

= −2(LW + LH +WH) + A = 0

(7)
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解得当L = W = H =
√

A
6
时体积最大, 此时体积为V =

(
A
6

) 3
2 .

六、 （10 分）已知二元函数z = f(x, y) =


x2y2

(x2 + y2)
3
2

, x2 + y2 6= 0

0, x2 + y2 = 0

请利用多元函数微分学的知识讨论函数z = f(x, y)在(0, 0)处的连续性和可微
性.

解答：令x = r cos θ, y = r sin θ

lim
(x,y)→(0,0)

x2y2

(x2 + y2)
3
2

= lim
r→0

r4 cos2 θ sin2 θ

r3

= lim
r→0

r cos2 θ sin2 θ

= 0 = f(0, 0)

所以，z = f(x, y)在(0, 0)处连续。

若z = f(x, y)在(0, 0)处可微，必有∆z = f ′x(0, 0)∆x+ f ′y(0, 0)∆y + ø(ρ)

lim
ρ→0

∆z −
[
f ′x(0, 0)∆x+ f ′y(0, 0)∆y

]
ρ

= lim
ρ→0

∆x2∆y2

ρ3

ρ

= lim
ρ→0

∆x2∆y2

ρ4

y=kx
===== lim

ρ→0

k2∆x4

∆x4(1 + k2)2
=

k2

(1 + k2)2

极限不存在，所以若z = f(x, y)在(0, 0)处不可微.

七、 （5 分）设f在[−a, a]上可积，并为偶函数（即f(x) = f(−x)）。证明，∫ a

−a
f(x) dx = 2

∫ a

0

f(x) dx.

解答: 由定积分的性质,∫ a

−a
f(x)dx =

∫ a

0

f(x)dx+

∫ 0

−a
f(x)dx. (8)

其中
∫ 0

−a f(x)dx =
∫ 0

a
−f(−y)dy =

∫ a
0
f(−y)dy,由于f 是偶函数,故

∫ a
0
f(−y)dy =∫ a

0
f(x)dx, 所以

∫ a
−a f(x) dx = 2

∫ a
0
f(x) dx.

6


