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北京大学数学科学学院期末试题 
2020 - 2021 学年第 1 学期 

 

考试科目：高等数学（D） 考试时间：2021年1月14日 

姓名：  学号：  

本试题共 五 道大题，满分100分 

 

一、判断下列叙述是否正确，如果错误，说明理由（每题2 分，总共10 分） 

1．函数 在点 处可导是 在 处可微的必要条件。（√） 

2. 函数 在 上有界是 在 上可积的必要条件。（√） 

3. 若在 上， ，且 ，则在 上 。（×）例如：

函数在 上不连续，除在若干点处为有限正值外，在其它点均为零。 

4. 和 均是同一个函数的原函数。（√） 

5. 设函数 在点(0,0)的某个邻域内有定义，且 ，则

有 。（×）该点函数可能不可微：（函数除在该点邻域内可导

外，在该点处函数的偏导数还要连续，才能保证函数可微） 

 

二、选择题，从四个选项中选择一个最恰当的（每题4 分，总共20分） 

1. 下列等式正确的是（ B ） 

(A)                    (B)    

(C)              (D)  

2. 曲线 在 上的弧长为（ C ） 

(A)                   (B)  

(C)                           (D)  

3. 函数 （ B ） 

(A) 恒为零                               (B) 为正数          

(C) 为负数                               (D) 不是常数 

4. 设 在 连续，则 在 上非负是 在 上单调递增的（ B ） 

(A) 充分非必要条件                       (B) 必要非充分条件     

(C) 充要条件                             (D) 即非充分又非必要条件 

5. 设 ，其中 ，那么 ， 和 的大小关系为（ C ） 

(A)                            (B)        

(C)                            (D)  
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三、填空题（每题4 分，总共20分） 

1. 若 ，则 . 

2. . 

3. 定积分 . 

4. 若区域 ，则二重积分 . 

5. 设 是方程 所确定的关于 和 的函数，那么 . 

 

四、计算题（每题5 分，总共30分） 

1. 计算不定积分  

 

解:  

 

 其中, 为任意常数. 

 

2. 求二元函数 在平面区域 上的最

大值和最小值。 

 

解： 

方法1：极值法 

    ，则 ； ，则 。即驻点位于平面区域 以外，所以最值取

在区域 的边界上。利用朗格朗日乘数法： 

 设 , 令  得: 

  

 

 解上述方程得最大值点 ，最小值点 , 即最大值和最小值分别为 
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方法2：几何观察法 

原函数 ,  的几

何意义为开口向上的抛物面, 取  时的截面, 如下图, 连接两圆圆心 

 并反向延长交圆  于  两点, 联立方程 

  

 

 
  

 

 则由抛物面的形状可知，最大值在点  取得 ，最小值在点  

取得 . 

 

3. 计算曲线 和直线 所围成的平面图形的面积，并求该平面图形

绕 轴旋转一周所得旋转体的体积. 

 

解:  

    首先, 需要考虑两曲线交点问题:  

  

 

注意到, 若 , 则围成图形为不封闭图形，无意义. 结合下面的函数图象, 

不妨设 . 

设所围成的平面图形  的面积为 ，该平面图形绕  轴旋转一周所得旋转

体的体积为 , 则 
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 综合 ,  的情形, 得  

 

4. 对于有 个类别的某离散系统，若用 描述被分入第 类的概率，则所有类别概率

总和为 ，即 ，其分布的混乱程度可以用信息熵表示，即

。如何对 取值，才能使 能够取得最大值？请确

定 的最大值。 

 

解: (使用拉格朗日乘数法) 

 做法1：注意到函数  为单调增函数, 则 

  

 设 ,  

    令  得: 

  

 

 解上述方程得 , 即取  使  取最

大值 . 
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做法2：也可以直接利用信息焓定义新函数，并利用拉格朗日乘数法： 

    设：  

    令  得: 

     

使  取最大值 . 

 

 

5. 求函数 在由直线 ， 及 围成的平面区域内的平

均值。 

 
解: 记 上图三角形  为区域 ,  为区域  的面积, 则由积分中值定理

知, 平均值为（考虑到函数的奇偶性和对称性） 

     

 

 

6. 在经济学和金融学中，边际成本指的是每一单位新增生产的产品（或者购买的产

品）带来的总成本的增量。某工厂生产甲乙两种产品，若两种产品的产量（单位：

kg）分别为 和 ，则生产总成本（单位：元）为 。求

， 时甲乙两种产品的边际成本分别为多少。 

 

解: 对  求全微分得, 
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 当 时, 用  近似增量 , 则从边际成本的定义知, 取

, 此时, 生产甲产品的边际成本为 

  

 

 取 , 生产乙产品的边际成本为 

  

 

 

五、证明题（每题5 分，总共10分） 

1. 若 且连续，证明函数 在区间 内

仅有一个根。 

 

证明：由于函数 连续， 。 

      因此，函数 在区间 内单调递增。 

      又：  

           

      所以：函数 在区间 内有且仅有一个根。 

 

2. 设 在 上连续，且满足 ， 。证明： 

 

 

证法1： 

左-右： 

      

      

     有定积分中值定理：上式进一步可以写作： 

      

     因为 ， ，所以 在 内递减，即 ，因此 

     ，所以有： 
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证法2： 

左-右： 

 

（利

用定积分几何意义和所以 在 内递减） 

所以有：  

 

 

证法3：变量代换法 

令 ，则  

由于 在 内递减，所以  

根据定积分几何意义：  

即：  


