
2025 秋高等数学 D 第五次习题课讲义

数学科学学院 冯宣瑞 2401110009

2025 年 11 月 11 日

1 单调, 极值, 最值, 凹凸

在课程刚开始的时候我们曾经提到, 如何回答高等数学这门课的目的这样一个问题: 高等数学课程的
主要内容, 就是通过极限, 导数, 积分这三个基本工具, 研究一系列抽象函数的性质. 对于连续函数, 我们
总结出最本质的性质就是最值定理和中间值定理及其推论. 而对于更好的可导函数, 借助于导数, 我们就
可以研究一系列新的性质, 如前面提到的罗尔中值定理, 拉格朗日中值定理等, 而作为应用, 我们就可以以
此分析函数的单调性, 极值点, 最值点, 凹凸性等. 这就是课本第三章最后两节的内容.
按照惯例, 这一部分不会是考试的重点, 最多也只会考察一下基本的定义和计算, 而且这里的内容大

家高中也有所接触, 所以这里只作简要的概述.

1.1 单调

在本课程的教材中, 单调递增指的是高中时期所提到的严格单调递增, 即对于任意 x > y, 必须有
f(x) > f(y) 而不能取等, 单调递减同理.

课本中提到的一个重要判别标准是, 若 f(x) 可导, 且 f ′(x) > 0 恒成立, 则 f(x) 单调递增. 这个结论
大家在高中时期已经熟练运用. 下面我们思考一些变式.

问题 1. 判断以下说法是否正确:
(1) 函数 f(x) 在 (a, b) 上单调递增的充要条件是 f ′(x) > 0 在 (a, b) 上恒成立.
(2) 可导函数 f(x) 在 (a, b) 上单调递增的充要条件是 f ′(x) > 0 在 (a, b) 上恒成立.

在数学中, 一个结论的判别标准 (criterion) 通常是这个结论的充分条件, 也就是这一标准成立就能推
出结论成立, 但它不一定是必要条件, 或者说结论不一定与它等价, 又或者说结论可以在更广泛的意义下
成立. 上面的问题有助于大家理解这一思想.
结合单调性的判别标准和连续函数的中间值定理, 我们还可以综合处理一些问题.

问题 2 (2025 秋高等数学 B 期中最后一题). 设函数 f(x) = x8 − x4 − cosx, 求 f(x) 在 (−∞,+∞) 上的
零点个数.

1.2 极值与最值

最大值与最小值的概念大家已经熟悉, 现在我们新引入了一个极值的概念, 从定义上看, 所谓极值点
其实就是局部意义下的最值点. 我们当然可以理解, 一个函数的最值点有很重要的意义 (尤其是在实际问
题中), 比如说一段时间内人口峰值, 最大收入, 流量低谷等概念, 那么极值点就可以理解成一小段时间内
的对应现象. 从而对于极值点的研究也是必要的.
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我们先回顾一下课本给出的可导函数的极值点的判别标准. 与单调性不同, 这里书上既给出了必要条
件, 也给出了充分条件.

定理 1 (极值点的必要条件). 设函数 f(x) 可导, 则 x0 是 f(x) 的极值点的必要条件是 f ′(x0) = 0.

定理 2 (极值点的充分条件). 设函数 f(x) 可导, 则 x0 是 f(x) 的极大值点的充分条件是 f ′(x0) = 0, 且
存在 x0 的邻域 U(x0), 使得 x ∈ U+(x̄0) 时 f ′(x) < 0, x ∈ U−(x̄0) 时 f ′(x) > 0. 极小值点反之.

定理 3 (极值点的充分条件). 设函数 f(x) 二阶可导, 则 x0 是 f(x) 的极大值点的充分条件是 f ′(x0) = 0,
且 f ′′(x0) < 0. 极小值点反之.

以上条件大家可以通过简单的画图来记忆. 通常来说, 必要条件用于求出可能的极值点 (先用等式把
极值点可能的范围算出来), 充分条件用于判断上一步求出来的点是不是真的是极值点. 课本也介绍了鞍
点的定义, 也就是由定理1确定的所有点.
下面同样思考一些变式.

问题 3. 判断以下说法是否正确:
(1) 函数 f(x) 在 x0 ∈ (a, b) 处取到极值的充要条件是 f ′(x0) = 0.
(2) 可导函数 f(x) 在 x0 ∈ (a, b) 处取到极值的充要条件是 f ′(x0) = 0.
(3) 可导函数 f(x) 在 x0 ∈ (a, b) 处取到极值的必要条件是 f ′(x0) = 0.
(4) 函数 f(x) 在 (a, b) 上有定义, x0 ∈ (a, b) 为 f(x) 的极值点, 则存在 x0 的邻域 U , 使得 f(x) 在

x0 处取到 U 上的最值.

1.3 凹凸

凹凸性是这门课程中新引入的一个重要概念, 无论是在数学研究还是在其他领域的应用 (如经济学和
定量社会学研究) 当中都十分常见. 我们先从课本上的定义和判别标准讲起.

定义 1 (凹凸). 若曲线弧位于它每一点的切线上方, 则称此曲线弧是凹的, 若曲线弧位于它每一点的切线
下方, 则称此曲线弧是凸的.

这里需要对这个定义做一些说明.
其一, 这并不是一个严谨的数学定义. 从数学的角度看, 所谓位于上方等词语是不严谨的, 至少应该

用数学表达式重写. 但这样描述有利于大家的理解.
其二, 这个定义并不是最标准的凹凸性的定义. 比如这里默认了函数有图像且是一段曲线弧 (当然也

没说什么叫曲线弧), 还默认了每一点处都有切线. 但实际上凹凸性可描述的函数不止这些.
其三, 如果大家在其他书上或者视频中看到凹凸性的定义, 有可能会与书上的刚好相反, 也就是前者

叫凸函数, 后者叫凹函数. 实际上这才是正确的叫法, 课本的写法是与主流不合的, 但在这门课中我们以
教材为准.

定理 4 (凹凸性的判别标准). 设函数 f(x) 在区间 (a, b) 上二阶可导. 若 f ′′(x) < 0 恒成立, 则 f(x) 是凸
函数, 若 f ′′(x) > 0 恒成立, 则 f(x) 是凹函数.

从这个判别标准可以看出, 所谓凹凸性也近似于描述了函数的导数的单调性, 也就是说凹凸性可以
看成是单调性的下一层延伸. 我们借助图像来理解, 如 f(x) =

√
x 是单调递增的凸函数, 则可以看出

f ′(x) =
1

2
√
x
是单调递减的, 也就是说函数是上升的, 但上升速度是下降的. 这跟我们所熟知的调分函数
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f(x) = 10
√
x 对大家的影响是一样的, 也就是大家的分数都会变高, 但考得越高的人分数变高的幅度越

小. 另一个例子就是我们的绩点函数 f(x) = 4 − 3(100− x)2

1600
. 同等变化分数的情况下, 考的分数越低的

人, 绩点受影响越大, 这也就是为什么老生常谈一门课的低分要十门课的高分来补.
一个笑话: 如何利用四阶导数研究房价变化. 2017 年 5 月 5 日广州从化发布: 我区多举措加强房地

产调控力度, 楼价快速上涨趋势得到有效遏制.
对于凹凸性的研究, 基本不会涉及到不是二阶可导的情况, 因此这里不再进行概念辨析.

2 不定积分的基本概念

第四章主要讲的是积分的概念, 分为定积分和不定积分两类. 中学时期大家也许已经接触过积分的运
算, 比如了解到定积分大概是函数图像围成的面积, 然后可以用牛顿-莱布尼茨公式计算. 但现在我们需要
重新了解这两部分内容, 且必须要强调的一点是, 从定义的本质上看, 定积分与不定积分是完全不一样的
事物, 这会在后面讲到定积分时重新解释. 定积分是非常复杂的一个概念.
我们首先学习不定积分的内容, 这一部分相对简单. 大致来说, 求不定积分就是求导的逆运算, 之前

是给定函数求它的导数, 现在是要找什么东西求完导等于它. 我们先来进行概念辨析.

定义 2 (原函数). 函数 F (x) 是函数 f(x)(x ∈ X) 的一个原函数, 如果对 ∀x ∈ X, 都有 F ′(x) = f(x).

定义 3 (不定积分). 函数 f(x) 的不定积分是指它的全体原函数, 记为
∫

f(x)dx.

命题 1 (原函数的刻画). 如果 F (x) 是 f(x)(x ∈ X) 的一个原函数, 则
∫

f(x)dx = F (x) + C.

根据定义, 不定积分是全体原函数, 所以会有我们老生常谈的 +C 问题. 也就是说, 我们求不定积分,
实际上是算出一个具体的原函数, 然后用它 +C 来表示全体的原函数, 也就是不定积分. 一定要注意因为
这个 +C 的存在, 所以前面求出的原函数在相差一个常数的情况下都是对的.

换句话说, 原函数有无穷多个, 我们写出来的时候只是挑了一个作为代表元, 那么自然也有无穷多种
挑法. 所以不定积分的结果从形式上看肯定有多种写法. 就像前面所学的隐函数求导一样, 不必追求答案
形式的统一, 我们改卷时自然会去验证你的答案与标准答案是不是相差一个常数.
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